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Верхняя оценка наилучшей точности
восстановления производных по значениям
функций смешанной гладкости из классов
Бесова
С. Н. Кудрявцев
Аннотация
В работе установлена оценка сверху величины наилучшей точ-
ности восстановления производных по значениям функций в за-
данном числе точек для классов Бесова функций, удовлетворяю-
щих смешанным условиям Ге¨льдера. Эта оценка в некоторых слу-
чаях является более сильной, чем соответствующая оценка, полу-
ченная автором ранее в рассматриваемой задаче.
Ключевые слова: точность, восстановление, производная, значения
функций, смешанная гладкость
Введение
В работе при соответствующих условиях на λ ∈ Zd+, d ∈ N, установле-
на оценка сверху величины наилучшей точности восстановления в про-
странстве Lq(I
d), 1 ≤ q ≤ ∞, производной Dλf по значениям в n точках
функций f из классов Бесова Sαp,θB(I
d), α ∈ Rd+, 1 ≤ p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.
Настоящая работа продолжает исследования, проводившиеся авто-
ром в [1] – [4] для упомянутой задачи в отношении различных классов
функций конечной гладкости.
Отметим, что средства, использовавшиеся в [1] – [3] для получения
как верхних, так и нижних оценок указанной выше величины для рас-
сматривавшихся в этих работах классов функций, неприменимы в от-
ношении классов, изучаемых в [4] и настоящей статье. Помимо этого,
схемы, применявшиеся в [1] – [3] для вывода верхних оценок точности
приближений производных функций из исследуемых в [1] – [3] клас-
сов, оказались непригодными для изучаемых в [4] и настоящей работе
классов. Предложенные в [4] средства и схемы вывода оценок позволи-
ли найти при определе¨нных условиях слабую асимптотику отмеченной
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выше величины для классов Никольского и Бесова функций, удовле-
творяющих смешанным условиям Ге¨льдера. Используя эти средства и
применяя новые технические приемы вывода, в настоящей работе полу-
чена в некоторых случаях более сильная оценка сверху рассматриваемой
здесь величины для таких классов функций. Работа состоит из введения
и двух параграфов, в первом из которых излагаются предварительные
сведения, а во втором – основные резкльтаты.
В заключение в качестве иллюстрации приведе¨м полученный в §2
результат, касающийся величины наилучшей точности восстановления в
Lq(I
d) производных Dλf по значениям в n точках функций f из класса
Бесова Sαp,θB(I
d), определяемой равенством
σn(D
λ,Sαp,θB(I
d), Lq(I
d)) = inf
A,φ
sup
f∈Sα
p,θ
B(Id)
‖Dλf −A ◦ φ(f)‖Lq(Id),
где inf бере¨тся по всем отображениям A : Rn 7→ Lq(Id) и отображениям
φ : C(Id) 7→ Rn вида φ(f) = (f(x1), . . . , f(xn)), xj ∈ Id, j = 1, . . . .n. Для
d ∈ N, α ∈ Rd+, λ ∈ Z
d
+, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ θ, q ≤ ∞ установлено, что
при αj − p−1 > 0, αj − λj − (p−1 − q−1)+ > 0, j = 1, . . . , d, справедливо
неравенство
σn(D
λ,Sαp,θB(I
d), Lq(I
d)) ≤ c1n
−m(logn)(m+1−1/max(p,θ))(c−1),
где
m = min{αj − λj − (p
−1 − q−1)+ : j = 1, . . . , d},
c = card{j = 1, . . . , d : αj − λj − (p
−1 − q−1)+ = m},
c1 – положительная константа, не зависящая от n. Отметим, что в
аналогичной оценке из [4] слагаемое −1/max(p, θ) в показателе степени
log n отсутствует.
§1. Предварительные сведения и вспомогательные утверждения
1.1. В этом пункте вводятся обозначения, относящиеся к функцио-
нальным классам и пространствам, рассматриваемым в настоящей ра-
боте, а также приводятся некоторые факты, необходимые
в дальнейшем.
Для d ∈ N через Zd+ обозначим множество
Z
d
+ = {λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Z
d : λj ≥ 0, j = 1, . . . , d}.
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Обозначим также при d ∈ N для l ∈ Zd+ через Z
d
+(l) множество
Z
d
+(l) = {λ ∈ Z
d
+ : λj ≤ lj, j = 1, . . . , d}.
Для d ∈ N, l ∈ Zd+ через P
d,l будем обозначать пространство веществен-
ных полиномов, состоящее из всех функций f : Rd 7→ R вида
f(x) =
∑
λ∈Zd+(l)
aλ · x
λ, x ∈ Rd,
где aλ ∈ R, xλ = x
λ1
1 . . . x
λd
d , λ ∈ Z
d
+(l).
При d ∈ N, l ∈ Zd+ для области D ⊂ R
d через Pd,l(D) обозначим
пространство функций f, определе¨нных в D, для каждой из которых
существует полином g ∈ Pd,l такой, что сужение g |D= f.
Для топологического пространства T через C(T ) обозначим про-
странство непрерывных вещественных функций, заданных на T. Если T
– компактное топологическое пространство, то в C(T ) фиксируем норму,
определяемую равенством
‖f‖C(T ) = max
x∈T
|f(x)| = sup
x∈T
|f(x)|, f ∈ C(T ).
Для измеримого по Лебегу множества D ⊂ Rd при 1 ≤ p ≤ ∞ че-
рез Lp(D), как обычно, обозначается пространство всех вещественных
измеримых на D функций f, для которых определена норма
‖f‖Lp(D) =
{
(
∫
D
|f(x)|pdx)1/p, 1 ≤ p <∞;
sup vraix∈D |f(x)|, p =∞.
Введе¨м еще¨ следующие обозначения.
Для x, y ∈ Rd положим xy = x · y = (x1y1, . . . , xdyd), а для x ∈ Rd и
A ⊂ Rd определим
xA = x · A = {xy : y ∈ A}.
Для x ∈ Rd : xj 6= 0, при j = 1, . . . , d, положим x−1 = (x
−1
1 , . . . , x
−1
d ).
При d ∈ N для x, y ∈ Rd будем обозначать
(x, y) =
d∑
j=1
xjyj.
Обозначим через Rd+ множество x ∈ R
d, для которых xj > 0 при
j = 1, . . . , d, и для a ∈ Rd+, x ∈ R
d положим ax = ax11 . . . a
xd
d .
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При d ∈ N определим множества
Id = {x ∈ Rd : 0 < xj < 1, j = 1, . . . , d},
I
d
= {x ∈ Rd : 0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, . . . , d},
Bd = {x ∈ Rd : −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1, . . . , d}.
Через e будем обозначать вектор в Rd, задаваемый равенством e =
(1, . . . , 1).
Далее, напомним, что для области D ⊂ Rd и вектора h ∈ Rd через Dh
обозначается множество
Dh = {x ∈ D : x+ th ∈ D∀t ∈ I}.
Для функции f, заданной в области D ⊂ Rd, и вектора h ∈ Rd опре-
делим в Dh ее¨ разность ∆hf с шагом h, полагая
(∆hf)(x) = f(x+ h)− f(x), x ∈ Dh,
а для l ∈ N : l ≥ 2, в Dlh определим l-ую разность ∆
l
hf функции f с
шагом h равенством
(∆lhf)(x) = (∆h(∆
l−1
h f))(x), x ∈ Dlh,
положим также ∆0hf = f.
Как известно, справедливо равенство
(∆lhf)(·) =
l∑
k=0
Ckl (−1)
l−kf(·+ kh), Ckl = l!/(k!(l − k)!).
При d ∈ N для j = 1, . . . , d через ej будем обозначать вектор ej =
(0, . . . , 0, 1j, 0, . . . , 0).
Лемма 1.1.1
Пусть d ∈ N, l ∈ Zd+. Тогда для любого δ ∈ R
d
+ и x
0 ∈ Rd для Q = x0+
δId существует единственный линейный оператор Pd,lδ,x0 : L1(Q) 7→ P
d,l,
обладающий следующими свойствами:
1) для f ∈ Pd,l имеет место равенство
P
d,l
δ,x0(f |Q) = f,
2)
ker Pd,lδ,x0 =
{
f ∈ L1(Q) :
∫
Q
f(x)g(x) dx = 0 ∀g ∈ Pd,l
}
,
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приче¨м, существуют константы c1(d, l) > 0 и c2(d, l) > 0 такие, что
3) при 1 ≤ p ≤ ∞ для f ∈ Lp(Q) справедливо неравенство
‖Pd,lδ,x0f‖Lp(Q) ≤ c1‖f‖Lp(Q),
4) при 1 ≤ p <∞ для f ∈ Lp(Q) выполняется неравенство
‖f − Pd,lδ,x0f‖Lp(Q) ≤ c2
d∑
j=1
δ
−1/p
j
(∫
δjB1
∫
Q(lj+1)ξej
|∆
lj+1
ξej
f(x)|pdxdξ
)1/p
.
Доказательство леммы 1.1.1 приведено в [5].
При d ∈ N для λ ∈ Zd+ через D
λ будем обозначать оператор диффе-
ренцирования Dλ = D
|λ|
Dx
λ1
1 ...Dx
λd
d
, где |λ| =
∑d
j=1 λj.
В [3] содержится
Лемма 1.1.2
Пусть d ∈ N, l ∈ Zd+, λ ∈ Z
d
+(l), 1 ≤ p, q ≤ ∞, ρ, σ ∈ R
d
+. Тогда суще-
ствует константа c3(d, l, λ, ρ, σ) > 0 такая, что для любых измеримых по
Лебегу множеств D,Q ⊂ Rd, для которых можно найти δ ∈ Rd+ и x
0 ∈ Rd
такие, что D ⊂ (x0 + ρδBd) и (x0 + σδId) ⊂ Q, для любого полинома
f ∈ Pd,l выполняется неравенство
‖Dλf‖Lq(D) ≤ c3δ
−λ−p−1 e+q−1 e‖f‖Lp(q). (1.1.1)
Теперь определим классы функций, изучаемые в настоящей работе
(см. [6], [7]). Но прежде введе¨м некоторые обозначения.
При d ∈ N для x ∈ Rd через s(x) обозначим множество s(x) = {j =
1, . . . , d : xj 6= 0}, а для множества J ⊂ {1, . . . , d} через χJ обозначим
вектор из Rd с компонентами
(χJ)j =
{
1, дляj ∈ J ;
0, дляj ∈ ({1, . . . , d} \ J).
При d ∈ N для x ∈ Rd и J = {j1, . . . , jk} ⊂ N : 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤
d, через xJ обозначим вектор xJ = (xj1 , . . . , xjk) ∈ R
k, а для множества
A ⊂ Rd положим AJ = {xJ : x ∈ A}.
Для области D ⊂ Rd и векторов h ∈ Rd и l ∈ Zd+ через D
l
h обозначим
множество
Dlh = (. . . (Dldhded)ld−1hd−1ed−1 . . .)l1h1e1 = {x ∈ D : x+ tlh ∈ D∀t ∈ I
d
}
= {x ∈ D : (x+
∑
j∈s(l)
tjljhjej) ∈ D∀t
s(l) ∈ (I
d
)s(l)}.
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Пусть d ∈ N, D – область в Rd и 1 ≤ p ≤ ∞. Тогда для f ∈ Lp(D), h ∈
R
d и l ∈ Zd+ определим в D
l
h смешанную разность функции f порядка l,
соответствующую вектору h, равенством
(∆lhf)(x) = ((
d∏
j=1
∆
lj
hjej
)f)(x) = ((
∏
j∈s(l)
∆
lj
hjej
)f)(x)
=
∑
k∈Zd+(l)
(− e)l−kCkl f(x+ kh), x ∈ D
l
h,
где Ckl =
∏d
j=1C
kj
lj
, k ∈ Zd+(l).
Имея в виду, что для f ∈ Lp(D), l ∈ Zd+ и векторов h, h
′ ∈ Rd : hs(l) =
(h′)s(l), соблюдается соотношение
‖∆lhf‖Lp(Dlh) = ‖∆
l
h′f‖Lp(Dl
h′
),
определим для функции f смешанный модуль непрерывности в Lp(D)
порядка l равенством
Ωl(f, ts(l))Lp(D) = sup vrai
{h∈Rd:hs(l)∈ts(l)(Bd)s(l)}
‖∆lhf‖Lp(Dlh), t
s(l) ∈ (Rd+)
s(l).
Пусть теперь α ∈ Rd+, 1 ≤ p ≤ ∞ и D – область в R
d. Тогда зададим
вектор l = l(α) ∈ Nd, полагая lj = min{m ∈ N : αj < m}, j = 1, . . . , d, и
обозначим через SαpH(D)(S
α
pH(D)) множество всех функций f ∈ Lp(D),
обладающих тем свойством, что для любого непустого множества J ⊂
{1, . . . , d} выполняется неравенство
sup
tJ∈(Rd+)
J
(tJ)−α
J
ΩlχJ (f, tJ )Lp(D) = sup
tJ∈(Rd+)
J
(
∏
j∈J
t
−αj
j )Ω
lχJ (f, ts(lχJ ))Lp(D) <∞(≤ 1).
Пусть α, p,D и l = l(α) – те же, что и выше, и θ ∈ R : 1 ≤ θ <∞. Тогда
обозначим через Sαp,θB(D)(S
α
p,θB(D)) множество всех функций f ∈ Lp(D),
которые для любого непустого множества J ⊂ {1, . . . , d} удовлетворяют
условию
(∫
(Rd+)
J
(tJ)− e
J −θαJ (ΩlχJ (f, tJ)Lp(D))
θdtJ
)1/θ
=
(∫
(Rd+)
J
(
∏
j∈J
t
−1−θαj
j )(Ω
lχJ (f, ts(lχJ ))Lp(D))
θ
∏
j∈J
dtj
)1/θ
<∞(≤ 1).
При θ =∞ положим Sαp,∞B(D) = S
α
pH(D),S
α
p,∞B(D) = S
α
pH(D).
Как известно (см., например, [4]), имеет место включение
Sαp,θB(D) ⊂ c4(α)S
α
pH(D),
где c4(α) =
∏d
j=1 2
1+αj .
В заключение этого пункта введе¨м еще¨ несколько обозначений.
Для банахова пространства X (над R) обозначим B(X) = {x ∈ X :
‖x‖X ≤ 1}.
Для банаховых пространств X, Y через B(X, Y ) обозначим банахово
пространство, состоящее из непрерывных линейных операторов T : X 7→
Y, с нормой
‖T‖B(X,Y ) = sup
x∈B(X)
‖Tx‖Y .
Отметим, что если X = Y, то B(X, Y ) является банаховой алгеброй.
1.2. В этом пункте содержатся сведения о кратных рядах, которыми
будем пользоваться в дальнейшем.
Для d ∈ N, y ∈ Rd положим
m(y) = min
j=1,...,d
yj
и для банахова пространства X, вектора x ∈ X и семейства {xκ ∈ X, κ ∈
Z
d
+} будем писать x = limm(κ)→∞ xκ, если для любого ǫ > 0 существует
n0 ∈ N такое, что для любого κ ∈ Zd+, для которого m(κ) > n0, справед-
ливо неравенство ‖x− xκ‖X < ǫ.
Пусть X – банахово пространство, d ∈ N и {xκ ∈ X, κ ∈ Zd+} – семей-
ство векторов. Тогда под суммой ряда
∑
κ∈Zd+
xκ будем понимать вектор
x ∈ X, для которого выполняется равенство x = limm(k)→∞
∑
κ∈Zd+(k)
xκ.
При d ∈ N через Υd обозначим множество
Υd = {υ ∈ Zd : υj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , d}.
Имеет место
Лемма 1.2.1
Пусть X – банахово пространство, а вектор x ∈ X и семейство {xκ ∈
X, κ ∈ Zd+} таковы, что x = limm(κ)→∞ xκ, Тогда для семейства {Xκ ∈
X, κ ∈ Zd+}, определяемого равенством
Xκ =
∑
υ∈Υd:s(υ)⊂s(κ)
(− e)υxκ−υ, κ ∈ Z
d
+,
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справедливо равенство
x =
∑
κ∈Zd+
Xκ.
Лемма является следствием того, что при k ∈ Zd+ выполняется равен-
ство ∑
|κ ∈ Zd+(k)Xκ = xk(см. [5]).
Замечание.
Легко заметить, что для любого семейства чисел {xκ ∈ R : xκ ≥ 0, κ ∈
Z
d
+}, если ряд
∑
κ∈Zd+
xκ сходится, т.е. существует предел limm(k)→∞
∑
κ∈Zd+(k)
xκ,
что эквивалентно соотношению supk∈Zd+
∑
κ∈Zd+(k)
xκ <∞,
то для любой последовательности подмножеств {Zn ⊂ Zd+, n ∈ Z+},
таких, что cardZn <∞, Zn ⊂ Zn+1, n ∈ Z+, и ∪n∈Z+Zn = Z
d
+, справедливо
равенство
∑
κ∈Zd+
xκ = limn→∞
∑
κ∈Zn
xκ = supk∈Zd+
∑
κ∈Zd+(k)
xκ. Отсюда
несложно понять, что если для семейства векторов {xκ ∈ X, κ ∈ Zd+}
банахова пространства X ряд
∑
κ∈Zd+
‖xκ‖X сходится, то для любой по-
следовательности подмножеств {Zn ⊂ Zd+, n ∈ Z+}, таких, что cardZn <
∞, Zn ⊂ Zn+1, n ∈ Z+, и ∪n∈Z+Zn = Z
d
+, в X соблюдается равенство∑
κ∈Zd+
xκ = limn→∞
∑
κ∈Zn
xκ.
При d ∈ N для x ∈ Rd обозначим
M(x) = max
j=1,...,d
xj ,
C(x) = card{j ∈ {1, . . . , d} : xj = M(x)},
c(x) = card{j ∈ {1, . . . , d} : xj = m(x)}.
Лемма 1.2.2
Пусть d ∈ N, β ∈ Rd+, α ∈ R
d и M(β−1α) > 0. Тогда существуют кон-
станты c1(d, α, β) > 0 и c2(d, α, β) > 0 такие, что для r ∈ N соблюдается
неравенство
c12
M(β−1α)rrC(β
−1α)−1 ≤
∑
κ∈Zd+:(κ,β)≤r
2(κ,α) ≤ c22
M(β−1α)rrC(β
−1α)−1. (1.2.1)
Лемма 1.2.3
Пусть d ∈ N, α, β ∈ Rd+. Тогда существуют константы c3(d, α, β) > 0 и
c4(d, α, β) > 0 такие, что при r ∈ N справедливо неравенство
c32
−m(β−1α)rrc(β
−1α)−1 ≤
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2−(κ,α) ≤ c42
−m(β−1α)rrc(β
−1α)−1. (1.2.2)
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Доказательство лемм 1.2.2 и 1.2.3 приведено в [8].
1.3. В этом пункте приведе¨м некоторые сведения о рассматриваемых
в работе функциональных пространствах и действующих в них операто-
рах, которые используются в следующем параграфе.
Как показано в [3], [4], справедлива
Лемма 1.3.1
Пусть d ∈ N, 1 ≤ p <∞. Тогда
1) при j = 1, . . . , d для любого непрерывного линейного оператора
T : Lp(I) 7→ Lp(I) существует единственный непрерывный линейный опе-
ратор T j : Lp(Id) 7→ Lp(Id), для которого для любой функции f ∈ Lp(Id)
почти для всех (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xd) ∈ Id−1 в Lp(I) выполняется ра-
венство
(T jf)(x1, . . . , xj−1, ·, xj+1, . . . , xd)
= (T (f(x1, . . . , xj−1, ·, xj+1, . . . , xd)))(·), (1.3.1)
2) при этом, для каждого j = 1, . . . , d отображение V
Lp
j , которое
каждому оператору T ∈ B(Lp(I), Lp(I)) ставит в соответствие опера-
тор V
Lp
j (T ) = T
j ∈ B(Lp(I
d), Lp(I
d)), удовлетворяющий (1.3.1), является
непрерывным гомоморфизмом банаховой алгебры B(Lp(I), Lp(I)) в ба-
нахову алгебру B(Lp(Id), Lp(Id)),
3) приче¨м, для любых операторов S, T ∈ B(Lp(I), Lp(I)) при любых
i, j = 1, . . . , d : i 6= j, соблюдается равенство
(V
Lp
i (S)V
Lp
j (T ))f = (V
Lp
j (T )V
Lp
i (S))f, f ∈ Lp(I
d).
В [4] также установлена
Лемма 1.3.2
Пусть d ∈ N. Тогда
1) при j = 1, . . . , d для любого непрерывного линейного оператора T :
C(I) 7→ C(I) существует единственный непрерывный линейный оператор
T j : C(I
d
) 7→ C(I
d
), обладающий тем свойством, что для любой функции
f ∈ C(I
d
) для всех (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xd) ∈ I
d−1
при любом xj ∈ I
имеет место равенство
(T jf)(x1, . . . , xj−1, xj, xj+1, . . . , xd)
= (T (f(x1, . . . , xj−1, ·, xj+1, . . . , xd)))(xj), (1.3.2)
2) при этом, для каждого j = 1, . . . , d отображение V Cj , которое
каждому оператору T ∈ B(C(I), C(I)) ставит в соответствие оператор
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V Cj (T ) = T
j ∈ B(C(I
d
), C(I
d
)), удовлетворяющий (1.3.2), является непре-
рывным гомоморфизмом банаховой алгебры B(C(I), C(I)) в банахову ал-
гебру B(C(I
d
), C(I
d
)),
3) приче¨м, для любых операторов S, T ∈ B(C(I), C(I)) при любых
i, j = 1, . . . , d : i 6= j, справедливо равенство
V Ci (S)V
C
j (T ) = V
C
j (T )V
C
i (S). (1.3.3)
Замечание.
Если при d ∈ N, 1 ≤ p ≤ q < ∞, оператор T ∈ B(Lp(I), Lp(I)) ∩
B(Lq(I), Lq(I))(T ∈ B(Lp(I), Lp(I)) ∩ B(C(I), C(I))), то при j = 1, . . . , d
для f ∈ Lq(Id)(f ∈ C(I
d
)) справедливо равенство (V
Lp
j T )f = (V
Lq
j T )f((V
Lp
j T )f =
(V Cj T )f). Поэтому символы Lp, Lq, C в качестве индексов у Vj можно
опускать.
Приведе¨м еще¨ одно вспомогательное утверждение.
Лемма 1.3.3
Пусть d ∈ N, l ∈ Nd, 1 ≤ p <∞. Тогда существует константа c1(d, l) >
0 такая, что для любых x0 ∈ Rd, δ ∈ Rd+ таких, что Q = (x
0 + δId) ⊂ Id,
для любой функции f ∈ Lp(Id), для любого ξ ∈ Rd, для любых множеств
J, J ′ ⊂ {1, . . . , d} имеет место неравенство
‖∆lχJξ ((
∏
j∈J ′
Vj(E − P
1,lj−1
δj ,x0j
))f)‖
Lp(Q
lχJ
ξ
)
≤ c1
( ∏
j∈J ′\J
δ
−1/p
j
)(∫
(δBd)J
′\J
∫
Q
lχ
J∪J′
ξ
|(∆
lχJ∪J′
ξ f)(x)|
pdxdξJ
′\J
)1/p
, (1.3.4)
где E – тождественный оператор.
Доказательство леммы 1.3.3 дословно повторяет доказательство ана-
логичного утверждения в [4]. В [4] также доказаны теорема 1.3.4 и пред-
ложение 1.3.5.
Теорема 1.3.4
Пусть d ∈ N, α ∈ Rd+, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ и λ ∈ Z
d
+ удовлетворяют
условию
α− λ− (p−1 − q−1)+ e > 0. (1.3.5)
Тогда существуют константы c2(d, α) > 0 и c3(d, α, p, q, λ) > 0 такие, что
при любых δ ∈ Rd+, x
0 ∈ Rd для Q = x0+δId для f ∈ SαpH(Q) при l = l(α)
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имеет место неравенство
‖Dλf‖Lq(Q) ≤ c3δ
−λ−p−1 e+q−1 e
(
‖f‖Lp(Q) +
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
δ
λj+(p−1−q−1)+
j )
×
∫
(c2δId)J
(
∏
j∈J
t
−λj−p−1−(p−1−q−1)+−1
j )
(∫
(tBd)J
∫
Q
lχJ
ξ
|∆lχJξ f(x)|
pdxdξJ
)1/p
dtJ
)
.
(1.3.6)
Предложение 1.3.5
Пусть d ∈ N, α ∈ Rd+, 1 ≤ p <∞ таковы, что
α− p−1 e > 0. (1.3.7)
Тогда для любой функции f ∈ SαpH(I
d) существует функция F ∈ C(I
d
)
такая, что почти для всех x ∈ Id верно равенство f(x) = F (x), т.е.
SαpH(I
d) ⊂ C(I
d
).
§2. Оценка сверху наилучшей точности восстановления в Lq(I
d) производной Dλf
по значениям в n точках функций f из Sαp,θB(I
d)
2.1. В этом пункте определим объекты, используемые для построения
подходящих приближений, и приведем еще¨ факты, на которые опирается
вывод интересующей нас оценки. Введе¨м в рассмотрение систему разби-
ений единицы на кубе Id, используемую для построения средств прибли-
жения. Для этого обозначим через ψ1,0 характеристическую функцию
интервала I, т.е. функцию определяемую равенством
ψ1,0(x) =
{
1, дляx ∈ I;
0, дляx ∈ R \ I.
При m ∈ N положим
ψ1,m(x) =
∫
I
ψ1,m−1(x− y)dy,
а для d ∈ N, m ∈ Zd+ определим
ψd,m(x) =
d∏
j=1
ψ1,mj (xj), x = (x1, . . . , xd) ∈ R
d.
Для d ∈ N, x, y ∈ Rd будем писать x ≤ y(x < y), если для каждого
j = 1, . . . , d выполняется неравенство xj ≤ yj(xj < yj).
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Для d ∈ N, m, n ∈ Zd : m ≤ n, обозначим
N dm,n = {ν ∈ Z
d : m ≤ ν ≤ n} =
d∏
j=1
N 1mj ,nj .
Опираясь на определения, используя индукцию, нетрудно проверить
следующие свойства функций ψd,m, d ∈ N, m ∈ Zd+,
1) При d ∈ N, m ∈ Zd+
signψd,m(x) =
{
1, дляx ∈ ((m+ e)Id);
0, дляx ∈ Rd \ ((m+ e)Id),
2) при d ∈ N, m ∈ Zd+ для каждого λ ∈ Z
d
+(m) обобще¨нная производ-
ная Dλψd,m ∈ L∞(Rd),
3) при d ∈ N, m ∈ Zd+ почти для всех x ∈ R
d справедливо равенство∑
ν∈Zd
ψd,m(x− ν) = 1,
4) при m ∈ Z+ почти для всех x ∈ R имеет место равенство
ψ1,m(x) =
∑
µ∈N 10,m+1
amµ ψ
1,m(2x− µ),
где amµ = 2
−mCµm+1,
5) при m ∈ Z+ система функций {ψ1,m(x − ν), ν ∈ N 1−m,0} – линейно
независима на I.
При d ∈ N для t ∈ Rd через 2t будем обозначать вектор 2t =
(2t1 , . . . , 2td).
Для d ∈ N, m, κ ∈ Zd+, ν ∈ Z
d обозначим
gd,mκ,ν (x) = ψ
d,m(2κx− ν) =
d∏
j=1
ψ1,mj (2κjxj − νj), x ∈ R
d,
Qdκ,ν = 2
−κν + 2−κId.
Из первого среди приведенных выше свойств функций ψd,m следует,
что при d ∈ N, m, κ ∈ Zd+, ν ∈ Z
d носитель supp gd,mκ,ν = 2
−κν+2−κ(m+e)I
d
.
Отметим некоторые полезные для нас свойства носителей функций
gd,mκ,ν .
Для d ∈ N, m, κ ∈ Zd+ справедливо следующее:
{ν ∈ Zd : supp gd,mκ,ν ∩ I
d 6= ∅} = N d−m,2κ−e, (2.1.1)
12
2) для каждого ν ′ ∈ Zd имеет место равенство
{ν ∈ Zd : Qdκ,ν′ ∩ supp g
d,m
κ,ν 6= ∅} = ν
′ +N d−m,0. (2.1.2)
Из (2.1.2) вытекает, что
card{ν ∈ N d−m,2κ−e : supp g
d,m
κ,ν ∩Q
d
κ,ν′ 6= ∅} ≤ c1(d,m), (2.1.3)
d ∈ N, m, κ ∈ Zd+, ν
′ ∈ N d0,2κ−e.
Из свойства 3) функций ψd,m и равенства (2.1.1) вытекает, что при
d ∈ N, m, κ ∈ Zd+ почти для всех x ∈ I
d соблюдается равенство∑
ν∈N d
−m,2κ−e
gd,mκ,ν (x) = 1.
Имея в виду свойство 2) функций ψd,m, отметим, что при d ∈ N, m, κ ∈
Z
d
+, ν ∈ Z
d, λ ∈ Zd+(m) выполняется равенство
‖Dλgd,mκ,ν ‖L∞(Rd) = c2(d,m, λ)2
(κ,λ). (2.1.4)
При доказательстве леммы 2.2.1 понадобится
Лемма 2.1.1
Пусть d ∈ N, λ ∈ Zd+, D — область в R
d и f — бесконечно диффе-
ренцируемая в области D функция, а g ∈ L1(D), приче¨м, для каждого
µ ∈ Zd+(λ) обобще¨нная производная D
µg ∈ L1(D). Тогда в пространстве
обобще¨нных функций в области D имеет место равенство
Dλ(fg) =
∑
µ∈Zd+(λ)
CµλD
λ−µfDµg. (2.1.5)
Теперь напомним некоторые сведения, касающиеся интерполяцион-
ных полиномов.
При l ∈ Z+ в интервале I фиксируем систему из (l + 1) различных
точек {ξ1,l,λ1,0 ∈ I, λ = 0, . . . , l} и построим систему полиномов {π
1,l,λ
1,0 ∈
P1,l, λ = 0, . . . , l}, обладающую тем свойством, что при λ, µ = 0, . . . , l
выполняются равенства
π1,l,λ1,0 (ξ
1,l,µ
1,0 ) =
{
1, приλ = µ;
0, приλ 6= µ.
При l ∈ Z+, δ ∈ R+, x0 ∈ R определим систему точек {ξ
1,l,λ
δ,x0 ∈ x
0 +
δI, λ = 0, . . . , l} и систему полиномов {π1,l,λδ,x0 ∈ P
1,l, λ = 0, . . . , l}, полагая
ξ1,l,λδ,x0 = x
0 + δξ1,l,λ1,0 , π
1,l,λ
δ,x0 (x) = π
1,l,λ
1,0 (δ
−1(x− x0)).
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Ясно, что при λ, µ = 0, . . . , l выполняются равенства
π1,l,λδ,x0 (ξ
1,l,µ
δ,x0 ) = π
1,l,λ
1,0 (ξ
1,l,µ
1,0 ) =
{
1, приλ = µ;
0, приλ 6= µ.
(2.1.6)
При d ∈ N, l ∈ Zd+, δ ∈ R
d
+, x
0 ∈ Rd построим систему точек {ξd,l,λδ,x0 ∈
x0+δId, λ ∈ Zd+(l)} и систему полиномов {π
d,l,λ
δ,x0 ∈ P
d,l, λ ∈ Zd+(l)}, задавая
(ξd,l,λδ,x0 )j = ξ
1,lj ,λj
δj ,x0j
, j = 1, . . . , d, πd,l,λδ,x0 (x) =
d∏
j=1
π
1,lj ,λj
δj ,x0j
(xj).
Из (2.1.6) следует, что при λ, µ ∈ Zd+(l) справедливы равенства
πd,l,λδ,x0 (ξ
d,l,µ
δ,x0 ) =
d∏
j=1
π
1,lj ,λj
δj ,x0j
(ξ
1,lj ,µj
δj ,x0j
) =
{
1, приλ = µ;
0, приλ 6= µ.
(2.1.7)
Понятно, что
πd,l,λδ,x0 (x) =
d∏
j=1
π
1,lj ,λj
1,0 (δ
−1
j (xj − x
0
j )) = π
d,l,λ
e,0 (δ
−1(x− x0)),
ξd,l,λδ,x0 = x
0 + δξd,l,λe,0 , λ ∈ Z
d
+(l).
При d ∈ N, l ∈ Zd+, δ ∈ R
d
+, x
0 ∈ Rd обозначим через Ad,lδ,x0 : R
(l+e)e 7→
Pd,l линейный оператор, который каждому набору чисел t = {tλ ∈ R, λ ∈
Z
d
+(l)} ставит в соответствие полином
Ad,lδ,x0t =
∑
λ∈Zd+(l)
tλπ
d,l,λ
δ,x0 ∈ P
d,l,
а через φd,lδ,x0 обозначим непрерывное линейное отображение простран-
ства C(x0+ δI
d
) в R(l+e)
e
, которое каждой функции f ∈ C(x0+ δI
d
) сопо-
ставляет набор ее¨ значений {f(ξd,l,λδ,x0 ), λ ∈ Z
d
+(l)}, и определим линейный
непрерывный оператор Pd,lδ,x0 : C(x
0+δI
d
) 7→ Pd,l∩C(x0+δI
d
) равенством
Pd,lδ,x0 = A
d,l
δ,x0 ◦ φ
d,l
δ,x0.
Как видно из (2.1.7), при λ ∈ Zd+(l) имеет место равенство
(Pd,lδ,x0f)(ξ
d,l,λ
δ,x0 ) = f(ξ
d,l,λ
δ,x0 ).
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Заметим, что вследствие (2.1.7) система полиномов {πd,l,λδ,x0 ∈ P
d,l, λ ∈
Z
d
+(l)} – линейно независима, и число элементов этой системы cardZ
d
+(l) =
dimPd,l, и, следовательно, эта система является базисом в Pd,l. Поэтому
для любого полинома f ∈ Pd,l существует набор чисел {tλ ∈ R, λ ∈ Zd+(l)}
такой, что
f =
∑
λ∈Zd+(l)
tλπ
d,l,λ
δ,x0 .
Отсюда в виду (2.1.7) получаем
tλ = f(ξ
d,l,λ
δ,x0 ), λ ∈ Z
d
+(l),
т.е.
f = Pd,lδ,x0f, f ∈ P
d,l. (2.1.8)
Несложно проверить (см. [4]), что при d ∈ N, l ∈ Zd+ для δ ∈ R
d
+ и
x0 ∈ Rd таких, что x0 + δId ⊂ Id, для f ∈ C(I
d
) и x ∈ I
d
выполняется
равенство
((
d∏
j=1
Vj(P
1,lj
δj ,x0j
))f)(x) = (Pd,lδ,x0f)(x). (2.1.9)
В [4] установлена
Лемма 2.1.2
Пусть d ∈ N, l ∈ Zd+ и ρ, σ ∈ R
d
+. Тогда существует константа
c3(d, l, ρ, σ) > 0 такая, что для любых x
0, y0 ∈ Rd и δ ∈ Rd+, для кото-
рых (x0 + σδId) ⊂ (y0 + ρδId) ⊂ Id, для любого множества J ⊂ N 11,d для
f ∈ C(I
d
) соблюдается неравенство
‖(
∏
j∈J
Vj(E − P
1,lj
σjδj ,x0j
))f‖L∞(D) ≤ c3‖f‖L∞(D), (2.1.10)
где D = y0 + ρδId. Определим операторы, с которыми мы будем иметь
дело в следующем пункте, и отметим их свойства, полезные для нас.
Для d ∈ N, l, κ ∈ Zd+, ν ∈ N
d
0,2κ−e определим непрерывный линейный
оператор Rd,lκ,ν : C(I
d
) 7→ Pd,l ∩ C(I
d
) равенством
R
d,l
κ,νf = P
d,l
δ,x0(f |(x0+δId)), f ∈ C(I
d
),
при δ = 2−κ, x0 = 2−κν.
Как видно из (2.1.9), для d ∈ N, l, κ ∈ Zd+, ν ∈ N
d
0,2κ−e верно равенство
R
d,l
κ,ν =
d∏
j=1
Vj(R
1,lj
κj ,νj
).
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При d ∈ N для x ∈ Rd положим
x+ = ((x1)+, . . . , (xd)+),
где t+ =
1
2
(t+ |t|), t ∈ R.
При d ∈ N, l, m, κ ∈ Zd+ определим линейный оператор R
d,l,m
κ :
C(I
d
) 7→ L∞(Rd) равенством
Rd,l,mκ f =
∑
ν∈N d
−m,2κ−e
(Rd,lκ,ν+f)g
d,m
κ,ν .
Как показано в [4], справедлива
Лемма 2.1.3
Пусть d ∈ N, α ∈ Rd+, 1 ≤ p <∞ удовлетворяют (1.3.7) и l = l(α), m ∈
Z
d
+. Тогда для любой функции f ∈ S
α
pH(I
d) справедливо соотношение
lim
m(κ)→∞
‖f − Rd,l−e,mκ f‖Lp(Id) = 0. (2.1.11)
При d ∈ N, l, m, κ ∈ Zd+ определим линейный оператор R
d,l,m
κ :
C(I
d
) 7→ L∞(Rd), полагая
Rd,l,mκ =
∑
υ∈Υd:s(υ)⊂s(κ)
(− e)υRd,l,mκ−υ .
В [4] получено представление
Rd,l,mκ =
∑
ν∈N d
−m,2κ−e
gd,mκ,ν U
d,l,m
κ,ν , (2.1.12)
где Ud,l,mκ,ν : C(I
d
) 7→ Pd,l – линейный оператор, значение которого для
f ∈ C(I
d
) определяется равенством
Ud,l,mκ,ν f =
∑
υ∈Υd:s(υ)⊂s(κ)
(− e)υ
∑
ρ∈Pd,mκ,ν,υ
(
∏
j∈s(υ)
a
mj
νj−2ρj )(R
d,l
κ−υ,ρ+f),
представляется в виде
Ud,l,mκ,ν =
∑
γ∈Υd:s(κ)⊂s(γ)
(− e)γ
∑
υ∈Υd:s(υ)⊂s(κ)
(− e)υ
∑
ρ∈Pd,mκ,ν,υ
(
∏
j∈s(υ)
a
mj
νj−2ρj )
×
( ∏
j∈s(γ)
Vj(E − R
1,lj
κj−υj ,ρ+j)
)
, (2.1.13)
16
а множество
Pd,mκ,ν,υ = {ρ ∈ N
d
−m,2κ−υ−e : ρj = νj , j ∈ N
1
1,d \ s(υ),
(νj − 2ρj) ∈ N
1
0,mj+1
, j ∈ s(υ)}, d ∈ N, l, m, κ ∈ Zd+,
ν ∈ N d−m,2κ−e, υ ∈ Υ
d : s(υ) ⊂ s(κ).
2.2. В этом пункте будет установлена оценка сверху наилучшей точ-
ности восстановления в Lq(I
d) производной Dλf по значениям в n точках
функций f из классов Sαp,θB(I
d).
Сначала опишем постановку задачи.
Пусть T – топологическое пространство, X – банахово пространство
над R, U : D(U) 7→ X – линейный оператор с областью определения
D(U) ⊂ C(T ), принимающий значения в X. Пусть еще¨ K ⊂ D(U) –
некоторый класс функций.
Для n ∈ N через Φn(C(T )) обозначим совокупнсть всех отображений
φ : C(T ) 7→ Rn, для каждого из которых существует набор точек {tj ∈
T, j = 1, . . . , n} такой, что
φ(f) = (f(t1), . . . , f(tn)), f ∈ C(T ).
При n ∈ N обозначим также через An(X)(A
n
(X)) множество всех
отображений (всех линейных отображений) A : Rn 7→ X.
Тогда при n ∈ N положим
σn(U,K,X) = inf
A∈An(X),φ∈Φn(C(T ))
sup
f∈K
‖Uf −A ◦ φ(f)‖X ,
а
σn(U,K,X) = inf
A∈A
n
(X),φ∈Φn(C(T ))
sup
f∈K
‖Uf − A ◦ φ(f)‖X .
Лемму 2.2.1 можно рассматривать как модификацию леммы 3.4 из
[4].
Лемма 2.2.1
Пусть d ∈ N, α ∈ Rd+, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, m ∈ Z
d
+, λ ∈ Z
d
+(m)
и выполняется (1.3.7). Тогда существуют константы c1(d, α, p, q,m, λ) >
0, c2(d,m) > 0, c3(d, α) > 0 и ǫ ∈ Rd+ такие, что для любой функции
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f ∈ SαpH(I
d) при l = l(α) и κ ∈ Zd+ \ {0} соблюдается неравенство
‖DλRd,l−e,mκ f‖Lq(Id) ≤ c12
(κ,λ+(p−1−q−1)+ e)
(
Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(Ω
lχJ∪s(κ)(f, (uχJ\s(κ)
+ 2−κuχs(κ)∩J + c22
−κχs(κ)\J )
J∪s(κ))Lp(Id))
pduJ
)1/p)
. (2.2.1)
Доказательство.
Сначала построим некоторые вспомогательные объекты, которые нам
понадобятся при доказательстве.
При d ∈ N, m, κ ∈ Zd+, ν ∈ N
d
0,2κ−e зададим точку x
d,m
κ,ν и вектор δ
d,m
κ,ν ,
полагая
(xd,mκ,ν )j = 2
−κj min((νj − 2mj − 1)+, (2
κj − 2mj − 3)+), (δ
d,m
κ,ν )j
= 2−κj min(2κj , 2mj + 3), j = 1, . . . , d,
и определим клетку Dd,mκ,ν равенством D
d,m
κ,ν = x
d,m
κ,ν + δ
d,m
κ,ν I
d, а через χ
D
d,m
κ,ν
обозначим характеристическую функцию множества Dd,mκ,ν .
Из определения следует, что при d ∈ N, m, κ ∈ Zd+, ν ∈ N
d
0,2κ−e множе-
ство
D
d,m
κ,ν ⊂ I
d, (2.2.2)
а также
Qdκ,ν ⊂ D
d,m
κ,ν . (2.2.3)
С помощью (2.2.3) легко проверить, что при d ∈ N, m ∈ Zd+ суще-
ствует константа c4(d,m) > 0 такая, что для κ ∈ Zd+ и x ∈ I
d верно
неравенство
card{ν ∈ N d0,2κ−e : x ∈ D
d,m
κ,ν } ≤ c4(d,m). (2.2.4)
Пользуясь тем, что для t ∈ R, a ∈ R+ справедливы соотношения
(at)+ = at+ и t+ ≤ (t+ a)+ ≤ t++ a, а также используя (2.1.2), несложно
показать, что при d ∈ N, m, κ ∈ Zd+, для ν
′ ∈ N d0,2κ−e, ν ∈ N
d
−m,2κ−e :
Qdκ,ν′∩supp g
d,m
κ,ν 6= ∅, υ ∈ Υ
d : s(υ) ⊂ s(κ), ρ ∈ Pd,mκ,ν,υ имеет место включение
Qdκ−υ,ρ+ ⊂ D
d,m
κ,ν′. (2.2.5)
Отметим еще¨, что
cardPd,mκ,ν,υ ≤ c5(d,m), (2.2.6)
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d ∈ N, m, κ ∈ Zd+, ν ∈ N
d
−m,2κ−e, υ ∈ Υ
d : s(υ) ⊂ s(κ).
Определим еще¨ при l, m, κ ∈ Z+, ν ∈ N 10,2κ−1 непрерывный линейный
оператор Sl,mκ,ν : L1(I) 7→ P
1,l(I) ∩ L∞(I), полагая для f ∈ L1(I) значение
S
l,m
κ,νf = P
1,l
δ,x0(f |(x0+δI))
при δ = 2−κmin(2κ, 2m+ 3), x0 = 2−κmin((ν − 2m− 1)+, (2κ − 2m− 3)+).
Теперь в условиях леммы 2.2.1 в силу (2.1.5) и (2.1.12) так же, как
(1.55) в [4], получаем
‖DλRd,l−e,mκ f‖Lq(Id) ≤
∑
µ∈Zd+(λ)
Cµλ‖
∑
ν∈N d
−m,2κ−e
Dµ(Ud,l−e,mκ,ν f)D
λ−µgd,mκ,ν ‖Lq(Id).
(2.2.7)
Оценивая правую часть (2.2.7), подобно (1.56) в [4], при µ ∈ Zd+(λ)
выводим
∥∥∥∥ ∑
ν∈N d
−m,2κ−e
Dµ(Ud,l−e,mκ,ν f)D
λ−µgd,mκ,ν
∥∥∥∥
q
Lq(Id)
≤
∑
ν′∈N d
0,2κ−e
( ∑
ν∈N d
−m,2κ−e
:supp gd,mκ,ν ∩Qdκ,ν′ 6=∅
‖Dµ(Ud,l−e,mκ,ν f)D
λ−µgd,mκ,ν ‖Lq(Qd
κ,ν′
)
)q
.
(2.2.8)
Применяя (2.1.4), (1.1.1) и (2.2.3), находим, что при ν ′ ∈ N d0,2κ−e, ν ∈
N d−m,2κ−e : supp g
d,m
κ,ν ∩Q
d
κ,ν′ 6= ∅, справедливо неравенство
‖Dµ(Ud,l−e,mκ,ν f)D
λ−µgd,mκ,ν ‖Lq(Qd
κ,ν′
)
≤ ‖Dλ−µgd,mκ,ν ‖L∞(Rd)‖D
µ(Ud,l−e,mκ,ν f)‖Lq(Qd
κ,ν′
)
≤ c62
(κ,λ−µ)‖Dµ(Ud,l−e,mκ,ν f)‖Lq(Qd
κ,ν′
)
≤ c62
(κ,λ−µ)c7(2
−κ)−µ+q
−1 e‖Ud,l−e,mκ,ν f‖L∞(Qd
κ,ν′
)
= c82
(κ,λ−q−1 e)‖Ud,l−e,mκ,ν f‖L∞(Qd
κ,ν′
) ≤ c82
(κ,λ−q−1 e)‖Ud,l−e,mκ,ν f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
).
(2.2.9)
Из (2.1.13) для ν ′ ∈ N d0,2κ−e, ν ∈ N
d
−m,2κ−e : supp g
d,m
κ,ν ∩Q
d
κ,ν′ 6= ∅, имеем
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неравенство
‖Ud,l−e,mκ,ν f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
)
≤
∑
γ∈Υd:s(κ)⊂s(γ)
∑
υ∈Υd:s(υ)⊂s(κ)
∑
ρ∈Pd,mκ,ν,υ
(
∏
j∈s(υ)
a
mj
νj−2ρj
)
× ‖(
∏
j∈s(γ)
Vj(E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
). (2.2.10)
Далее, для ν ′ ∈ N d0,2κ−e, ν ∈ N
d
−m,2κ−e : supp g
d,m
κ,ν ∩ Q
d
κ,ν′ 6= ∅, γ ∈ Υ
d :
s(κ) ⊂ s(γ), υ ∈ Υd : s(υ) ⊂ s(κ), ρ ∈ Pd,mκ,ν,υ, используя (1.3.3), а затем с
уче¨том (2.2.5), (2.2.2) применяя (2.1.10), получаем
‖(
∏
j∈s(γ)
Vj(E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
)
= ‖(
∏
j∈s(γ)\s(κ)
Vj(E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j))((
∏
j∈s(κ)
Vj(E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j))f)‖L∞(Dd,m
κ,ν′
)
≤ c9‖(
∏
j∈s(κ)
Vj(E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
), (2.2.11)
и пользуясь тем, что в виду (2.1.8) при j = 1, . . . , d соблюдено равенство
E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j = (E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j)(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
),
благодаря п. 2 леммы 1.3.2 и (1.3.3), а также в силу (2.2.5), (2.2.2), (2.1.10)
выводим
‖(
∏
j∈s(κ)
Vj(E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
)
= ‖(
∏
j∈s(κ)
Vj((E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j)(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
)))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
)
= ‖(
∏
j∈s(κ)
(Vj(E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j)Vj(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
)))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
)
= ‖(
∏
j∈s(κ)
Vj(E − R
1,lj−1
κj−υj ,ρ+j))((
∏
j∈s(κ)
Vj(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
))f)‖L∞(Dd,m
κ,ν′
) ≤
c10‖(
∏
j∈s(κ)
Vj(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
). (2.2.12)
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Соединяя (2.2.10), (2.2.11), (2.2.12), и учитывая (2.2.6), находим, что
для ν ′ ∈ N d0,2κ−e, ν ∈ N
d
−m,2κ−e : supp g
d,m
κ,ν ∩ Q
d
κ,ν′ 6= ∅, выполняется нера-
венство
‖Ud,l−e,mκ,ν f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
)
≤
∑
γ∈Υd:s(κ)⊂s(γ)
∑
υ∈Υd:s(υ)⊂s(κ)
∑
ρ∈Pd,mκ,ν,υ
c11‖(
∏
j∈s(κ)
Vj(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
)
≤ c12‖(
∏
j∈s(κ)
Vj(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
))f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
). (2.2.13)
Применяя сначала к правой части (2.2.13) неравенство (1.3.6) при
λ = 0, q =∞, а затем используя (1.3.4), приходим к неравенству
‖Ud,l−e,mκ,ν f‖L∞(Dd,m
κ,ν′
) ≤ c13(δ
d,m
κ,ν′)
−p−1 e
(
‖(
∏
j∈s(κ)
Vj(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
))f‖Lp(Dd,m
κ,ν′
)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
(δd,mκ,ν′)
p−1
j )
∫
(c14δ
d,m
κ,ν′
Id)J
(
∏
j∈J
t−2p
−1−1
j )
×
(∫
(tBd)J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ
ξ
|∆lχJξ ((
∏
j∈s(κ)
Vj(E − S
lj−1,mj
κj ,ν′j
))f)(x)|pdxdξJ
)1/p
dtJ
)
≤ c152
(κ,e)p−1
(
c16(
∏
j∈s(κ)
(δd,mκ,ν′)
−1/p
j )
(∫
(δd,m
κ,ν′
Bd)s(κ)
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)1/p
+c17
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjp
−1
)
∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t−2p
−1−1
j )
(∫
(tBd)J
(
c18(
∏
j∈s(κ)\J
(δd,mκ,ν′)
−1/p
j )
×
(∫
(δd,m
κ,ν′
Bd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\J
)1/p)p
dξJ
)1/p
dtJ
)
≤ c192
(κ,e)p−1
(
(
∏
j∈s(κ)
2κj/p)
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)1/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjp
−1
)(
∏
j∈s(κ)\J
2κj/p)
∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t−2p
−1−1
j )
×
(∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJ
)1/p
dtJ
)
,
(2.2.14)
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ν ′ ∈ N d0,2κ−e, ν ∈ N
d
−m,2κ−e : supp g
d,m
κ,ν ∩Q
d
κ,ν′ 6= ∅.
Фиксируя ǫ ∈ Rd+ так, чтобы соблюдалось условие α− p
−1 e−ǫ > 0, и
применяя неравенство Ге¨льдера, для J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, ν
′ ∈ N d0,2κ−e имеем∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t−2p
−1−1
j )
×
(∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJ
)1/p
dtJ
=
∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
αj−p−1−ǫj−1/p′
j )(
∏
j∈J
t
−(αj−ǫj+p−1)−1/p
j )
×
(∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJ
)1/p
dtJ
≤
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
p′(αj−p−1−ǫj)−1
j )dt
J
)1/p′(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)1/p
= c20(
∏
j∈J
2−κj(αj−p
−1−ǫj))
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)1/p
.
(2.2.15)
Соединяя (2.2.9), (2.2.14), (2.2.15), заключаем, что при ν ′ ∈ N d0,2κ−e, ν ∈
N d−m,2κ−e : supp g
d,m
κ,ν ∩Q
d
κ,ν′ 6= ∅, справедливо неравенство
‖Dµ(Ud,l−e,mκ,ν f)D
λ−µgd,mκ,ν ‖Lq(Qd
κ,ν′
) ≤ c212
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
×
(
(
∏
j∈s(κ)
2κj/p)
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)1/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κj(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κj/p)
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)1/p)
.
(2.2.16)
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Подставляя (2.2.16) в (2.2.8) и учитывая (2.1.3), а затем применяя
неравенства Ге¨льдера с показателями q и p/q ≤ 1, и используя (2.2.4),
получаем, что при p ≤ q и µ ∈ Zd+(λ) выполняется неравенство
‖
∑
ν∈N d
−m,2κ−e
Dµ(Ud,l−e,mκ,ν f)D
λ−µgd,mκ,ν ‖
q
Lq(Id)
≤
∑
ν′∈N d
0,2κ−e
(
c222
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
×
(
(
∏
j∈s(κ)
2κj/p)
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)1/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κj(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κj/p)
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)1/p))q
≤
∑
ν′∈N d0,2κ−e
(c232
(κ,λ+p−1 e−q−1 e))q
(
(
∏
j∈s(κ)
2κjq/p)
×
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)q/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjq(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κjq/p)
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)q/p)
= (c232
(κ,λ+p−1 e−q−1 e))q
(
(
∏
j∈s(κ)
2κjq/p)
×
∑
ν′∈N d0,2κ−e
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)q/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjq(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κjq/p)
×
∑
ν′∈N d
0,2κ−e
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)q/p)
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≤ (c232
(κ,λ+p−1 e−q−1 e))q
(
(
∏
j∈s(κ)
2κjq/p)
×
( ∑
ν′∈N d0,2κ−e
∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)q/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjq(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κjq/p)
×
( ∑
ν′∈N d
0,2κ−e
∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Dd,m
κ,ν′
)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)q/p)
≤ (c232
(κ,λ+p−1 e−q−1 e))q
(
(
∏
j∈s(κ)
2κjq/p)
×
( ∑
ν′∈N d
0,2κ−e
∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Id)
lχ
s(κ)
ξ
χ
D
d,m
κ,ν′
(x)|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)q/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjq(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κjq/p)
( ∑
ν′∈N d
0,2κ−e
∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Id)
lχJ∪s(κ)
ξ
χ
D
d,m
κ,ν′
(x)|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)q/p)
= (c232
(κ,λ+p−1 e−q−1 e))q
(
(
∏
j∈s(κ)
2κjq/p)
×
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Id)
lχ
s(κ)
ξ
(
∑
ν′∈N d
0,2κ−e
χ
D
d,m
κ,ν′
(x))|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)q/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjq(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κjq/p)
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Id)
lχJ∪s(κ)
ξ
(
∑
ν′∈N d
0,2κ−e
χ
D
d,m
κ,ν′
(x))|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)q/p)
≤ (c232
(κ,λ+p−1 e−q−1 e))q
(
(
∏
j∈s(κ)
2κjq/p)
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Id)
lχ
s(κ)
ξ
c4|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)q/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjq(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κjq/p)
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Id)
lχJ∪s(κ)
ξ
c4|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)q/p)
,
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или
‖
∑
ν∈N d−m,2κ−e
Dµ(Ud,l−e,mκ,ν f)D
λ−µgd,mκ,ν ‖Lq(Id)
≤ c242
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
(
(
∏
j∈s(κ)
2κjq/p)
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Id)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)q/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κjq(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κjq/p)
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Id)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)q/p)1/q
≤ c242
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
(
(
∏
j∈s(κ)
2κj/p)
(∫
(c22−κBd)s(κ)
∫
(Id)
lχ
s(κ)
ξ
|∆
lχ
s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)
)1/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κj(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κj/p)
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
×
∫
(tBd)J
∫
(c22−κBd)s(κ)\J
∫
(Id)
lχJ∪s(κ)
ξ
|∆
lχJ∪s(κ)
ξ f(x)|
pdxdξs(κ)\JdξJdtJ
)1/p)
≤ c242
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
(
(
∏
j∈s(κ)
2κj/p)((
∏
j∈s(κ)
(2c22
−κj))
× sup vrai
ξ∈Rd:ξs(κ)∈(c22−κBd)s(κ)
‖∆
lχ
s(κ)
ξ f‖
p
Lp((Id)
lχ
s(κ)
ξ
)
)1/p
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κj(αj−ǫj))(
∏
j∈s(κ)\J
2κj/p)
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj+p−1)−1
j )
(
(
∏
j∈J
(2tj))
×(
∏
j∈(s(κ)\J)
(2c22
−κj)) sup vrai
ξ∈Rd:ξJ∈(tBd)J ,ξs(κ)\J∈(c22−κBd)s(κ)\J
‖∆
lχJ∪s(κ)
ξ f‖
p
Lp((Id)
lχJ∪s(κ)
ξ
)
)
dtJ
)1/p)
≤ c252
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
(
Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κj(αj−ǫj))
(∫
(c32−κId)J
(
∏
j∈J
t
−p(αj−ǫj)−1
j )
(ΩlχJ∪s(κ)(f, (tχJ + c22
−κχs(κ)\J)
J∪s(κ))Lp(Id))
pdtJ
)1/p)
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= c252
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
(
Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(
∏
j∈J
2−κj(αj−ǫj))
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
(2−κjuj)
−p(αj−ǫj)−1)
× (ΩlχJ∪s(κ)(f, (2−κuχJ + c22
−κχs(κ)\J )
J∪s(κ))Lp(Id))
p(
∏
j∈J
2−κj)duJ
)1/p)
= c252
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
(
Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(Ω
lχJ∪s(κ)(f, (uχJ\s(κ)
+ 2−κuχ
s(κ)∩J + c22
−κχ
s(κ)\J )
J∪s(κ))Lp(Id))
pduJ
)1/p)
. (2.2.17)
Подставляя (2.2.17) в (2.2.7), находим, что при p ≤ q и κ ∈ Zd+ \ {0}
для f ∈ SαpH(I
d) соблюдается неравенство
‖DλRd,l−e,mκ f‖Lq(Id) ≤ c262
(κ,λ+p−1 e−q−1 e)
(
Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(Ω
lχJ∪s(κ)(f, (uχJ\s(κ)
+ 2−κuχs(κ)∩J + c22
−κχs(κ)\J )
J∪s(κ))Lp(Id))
pduJ
)1/p)
,
которое совпадает с (2.2.1) при p ≤ q. Неравенство (2.2.1) при q < p
вытекает из неравенства (2.2.1) при q = p и того факта, что для h ∈
Lp(I
d) при q < p справелдива оценка ‖h‖Lq(Id) ≤ ‖h‖Lp(Id).
Предложение 2.2.2
Пусть d ∈ N, α ∈ Rd+, l = l(α), 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, m ∈ Z
d
+, λ ∈
Z
d
+(m) и выполняются условия (1.3.5), (1.3.7). Тогда для f ∈ S
α
pH(I
d) в
Lq(I
d) имеет место равенство
Dλf =
∑
κ∈Zd+
DλRd,l−e,mκ f. (2.2.18)
Предложение 2.2.2 имеется в [4], однако там сходимость ряда, стоя-
щего в правой части (2.2.18), понимается несколько в ином смысле, чем
в настоящей работе. Поэтому ниже приводится доказательство предло-
жения 2.2.2.
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Доказательство.
В условиях предложения из (2.1.11) на основании леммы 1.2.1 заклю-
чаем, что для f ∈ SαpH(I
d) в Lp(I
d) справедливо равенство
f =
∑
κ∈Zd+
Rd,l−e,mκ f. (2.2.19)
Из (2.2.1) и (1.3.5) (см. также (3.19) в [4]) следует, что для f ∈ SαpH(I
d)
ряд ∑
κ∈Zd+
‖DλRd,l−e,mκ f‖Lq(Id)
сходится, и, значит, ряд ∑
κ∈Zd+
DλRd,l−e,mκ f
сходится в Lq(I
d).
Принимая во внимание это обстоятельство и равенство (2.2.19), для
любой бесконечно дифференцируемой финитной функции φ, носитель
которой suppφ ⊂ Id, имеем
〈Dλf, φ〉 = (−1)(λ,e)〈f,Dλφ〉 = (−1)(λ,e)
∫
Id
fDλφdx
=
∫
Id
(
∑
κ∈Zd+
Rd,l−e,mκ f)(−1)
(λ,e)Dλφdx =
∑
κ∈Zd+
(−1)(λ,e)
∫
Id
(Rd,l−e,mκ f)D
λφdx
=
∑
κ∈Zd+
∫
Id
Dλ(Rd,l−e,mκ f)φdx =
∫
Id
(
∑
κ∈Zd+
Dλ(Rd,l−e,mκ f))φdx.
А это означает, что в Lq(I
d) имеет место равенство (2.2.18). 
Теорема 2.2.3
Пусть d ∈ N, α ∈ Rd+, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, λ ∈ Z
d
+ удовлетворяют
условиям (1.3.5), (1.3.7). Пусть еще¨ U = Dλ, D(U) = {f ∈ C(Id) : Dλf ∈
Lq(I
d)}, X = Lq(Id), K = Sαp,θB(I
d), 1 ≤ θ ≤ ∞. Тогда существует кон-
станта c27(d, α, p, q, θ, λ) > 0 и n0 ∈ N такие,что при n ≥ n0 выполняется
неравенство
σn(U,K,X) ≤ c27n
−m(logn)(m+1−1/max(p,θ))(c−1), (2.2.20)
где
m = m(α− λ− (p−1 − q−1)+ e), c = c(α− λ− (p
−1 − q−1)+ e).
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Доказательство.
Полагая J = {j ∈ N 11,d : αj−λj−(p
−1−q−1)+ = m}, фиксируем вектор
β ∈ Rd+, обладающий следующими свойствами: βj = 1, j ∈ J , βj > 1 и
β−1j (αj − λj − (p
−1 − q−1)+) > m, j ∈ N 11,d \ J .
Далее, при l = l(α) определим семейство точек
x
d,l−e,ρ
κ,ν = ξ
d,l−e,ρ
δ,x0 = x
0 + δξd,l−e,ρ
e,0 (см. п. 2.1), при x
0 = 2−κν, δ
= 2−κ, ρ ∈ Zd+(l − e), ν ∈ N
d
0,2κ−e, κ ∈ Z
d
+,
и для r ∈ N рассмотрим множество точек
{xd,l−e,ρκ,ν : ρ ∈ Z
d
+(l − e), ν ∈ N
d
0,2κ−e, κ ∈ Z
d
+, (κ, β) ≤ r}.
Число этих точек, учитывая (1.2.1), удовлетворяет неравенству
card{xd,l−e,ρκ,ν : ρ ∈ Z
d
+(l − e), ν ∈ N
d
0,2κ−e, κ ∈ Z
d
+, (κ, β) ≤ r}
≤
∑
κ∈Zd+:(κ,β)≤r
le2(κ,e) ≤ lec282
M(β−1 e)rrC(β
−1 e)−1 = lec282
rrc−1 = c292
rrc−1.
Для n ≥ n0 = 2c29 выберем r ∈ N так, чтобы соблюдалось соотноше-
ние
c292
rrc−1 ≤ n < c292
r+1(r + 1)c−1, (2.2.21)
и построим соответствующую этому r ∈ N систему точек
{xd,l−e,ρκ,ν : ρ ∈ Z
d
+(l − e), ν ∈ N
d
0,2κ−e, κ ∈ Z
d
+, (κ, β) ≤ r}.
Тогда в условиях теоремы, взяв некоторое m ∈ Zd+ так, чтобы λ ∈ Z
d
+(m),
нетрудно видеть, что существуют отображения φ ∈ Φn(C(Id)) и A ∈
A
n
(Lq(I
d)) такие, что для f ∈ Sαp,θB(I
d) имеет место представление
A ◦ φ(f) =
∑
κ∈Zd+:(κ,β)≤r
DλRd,l−e,mκ f.
При этом, в силу (2.2.18), (2.2.1) для f ∈ Sαp,θB(I
d) выполняется неравен-
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ство
‖Dλf − A ◦ φ(f)‖Lq(Id) = ‖D
λf −
∑
κ∈Zd+:(κ,β)≤r
DλRd,l−e,mκ f‖Lq(Id)
= ‖
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
DλRd,l−e,mκ f‖Lq(Id) ≤
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
‖DλRd,l−e,mκ f‖Lq(Id)
≤
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
c12
(κ,λ+(p−1−q−1)+ e)
(
Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(Ω
lχJ∪s(κ)(f, (uχJ\s(κ)
+ 2−κuχs(κ)∩J + c22
−κχs(κ)\J )
J∪s(κ))Lp(Id))
pduJ
)1/p)
=
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
c12
(κ,λ+(p−1−q−1)+ e)Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
c12
(κ,λ+(p−1−q−1)+ e)
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
× (ΩlχJ∪s(κ)(f, (uχJ\s(κ) + 2
−κuχ
s(κ)∩J + c22
−κχ
s(κ)\J )
J∪s(κ))Lp(Id))
pduJ
)1/p
= c1
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
(ΩlχJ∪s(κ)(f, (uχJ\s(κ) + 2
−κuχs(κ)∩J + c22
−κχs(κ)\J )
J∪s(κ))Lp(Id))
pduJ
)1/p)
= c1
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
+
∑
J⊂N 11,d:J 6=∅
∑
J ′⊂N 11,d:J
′ 6=∅
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)
×
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(Ω
lχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′
+ 2−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p)
. (2.2.22)
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Оценивая первую сумму в правой части (2.2.22), с помощью неравен-
ства Ге¨льдера для f ∈ K, r ∈ N получаем
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
=
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)2(κ,α)Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
≤
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)θ′
)1/θ′
×
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
(2(κ,α)Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id))
θ
)1/θ
, θ′ = θ/(θ − 1).
(2.2.23)
Пользуясь (1.2.2), выводим
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)θ′
)1/θ′
≤ (c302
−m(θ′β−1(α−λ−(p−1−q−1)+ e))rrc(θ
′β−1(α−λ−(p−1−q−1)+ e))−1)1/θ
′
= (c302
−θ′m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rrc(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1)1/θ
′
= c312
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/θ)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1), r ∈ N. (2.2.24)
Как показано в [5], существует константа c32(d, α, p, θ) > 0 такая, что
для f ∈ Sαp,θB(I
d) при r ∈ N имеет место неравенство
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
(2(κ,α)Ωlχs(κ)(f, c2(2
−κ)s(κ))Lp(Id))
θ
)1/θ
≤ c32. (2.2.25)
Подставляя (2.2.24) и (2.2.25) в (2.2.23), приходим к неравенству
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)Ωlχs(κ)(f, (c22
−κ)s(κ))Lp(Id)
≤ c332
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/θ)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1), f ∈ K, r ∈ N.
(2.2.26)
Продолжая оценку правой части (2.2.22), рассмотрим два случая. В
первом случае, когда θ > p, для f ∈ K, J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂ N 11,d : J
′ 6=
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∅, r ∈ N, благодаря неравенству Ге¨льдера, с уче¨том (2.2.24) имеем
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
× (ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
=
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
× (2(κ
J′ ,αJ
′
)ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
≤
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)θ′
)1/θ′
×
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
(
∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
×(2(κ
J′ ,αJ
′
)ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′+2
−κuχJ ′∩J+c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ)θ/p
)1/θ
≤
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)θ′
)1/θ′
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(
∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
×(2(κ
J′ ,αJ
′
)ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′+2
−κuχJ ′∩J+c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ)θ/p
)1/θ
≤ c342
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/θ)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1)
×
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′
+ 2−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)θ/p)1/θ
. (2.2.27)
Оценивая слагаемые в правой части (2.2.27), пользуясь неравенством
Ге¨льдера с показателем θ/p > 1, для f ∈ K при J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂
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N 11,d : J
′ 6= ∅, κ ∈ Zd+ : s(κ) = J
′, выводим
∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
=
∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
1
2
pǫj−(θ−p)/θ
j )(
∏
j∈J
u
−p(αj−
1
2
ǫj)−p/θ
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
≤
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
1
2
pǫj−(θ−p)/θ
j )
θ/(θ−p)duJ
)(θ−p)/θ
×
(∫
(c3Id)J
(
(
∏
j∈J
u
−p(αj−
1
2
ǫj)−p/θ
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
p
)θ/p
duJ
)p/θ
=
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
1
2
pǫjθ/(θ−p)−1
j )du
J
)(θ−p)/θ(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−θ(αj−
1
2
ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
θduJ
)p/θ
= c35
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−θ(αj−
1
2
ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θduJ
)p/θ
.
(2.2.28)
Из (2.2.28) с учетом замечания после леммы 1.2.1 и теоремы Лебега о
предельном переходе под знаком интеграла вытекает, что при J ⊂ N 11,d :
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J 6= ∅, J ′ ⊂ N 11,d : J
′ 6= ∅, для f ∈ K выполняется неравенство
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)θ/p)1/θ
≤ c36
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−θ(αj−
1
2
ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
θduJ
)1/θ
= c36
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−θ(αj−
1
2
ǫj)−1
j )
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(2(κ
J′ ,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θ
)
duJ
)1/θ
.
(2.2.29)
Далее, учитывая, что при J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂ N 11,d : J
′ 6= ∅, κ ∈ Zd+ :
s(κ) = J ′, uJ ∈ (Rd+)
J для f ∈ K соблюдается неравенство
(2(κ
J′ ,αJ
′
)ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θ
= (uJ\J
′
)θα
J\J′
((uJ\J
′
)−α
J\J′
(2−κ
J′
)−α
J′
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
θ
= (uJ\J
′
)θα
J\J′
∫
(u+uId)J\J
′×(2−κ+2−κId)J′
(uJ\J
′
)− e
J\J′ −θαJ\J
′
(2−κ
J′
)− e
J′ −θαJ
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θdτJ∪J
′
≤ c37(u
J\J ′)θα
J\J′
∫
(u+uId)J\J
′×(2−κ+2−κId)J′
(τJ\J
′
)− e
J\J′ −θαJ\J
′
(τJ
′
)− e
J′ −θαJ
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, (τχJ\J ′ + τuχJ ′∩J + c2τχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θdτJ∪J
′
≤ c37(u
J\J ′)θα
J\J′
∫
(Rd+)
J\J′×(2−κ+2−κId)J′
(τJ∪J
′
)− e
J∪J′ −θαJ∪J
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, (τχJ\J ′ + τuχJ ′∩J + c2τχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θdτJ∪J
′
,
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заключаем, что
∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(2(κ
J′ ,αJ
′
)ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′+2
−κuχJ ′∩J+c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
θ
≤ c37(u
J\J ′)θα
J\J′
∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
∫
(Rd+)
J\J′×(2−κ+2−κId)J′
(τJ∪J
′
)− e
J∪J′ −θαJ∪J
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, (τχJ\J ′ + τuχJ ′∩J + c2τχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θdτJ∪J
′
= c37(u
J\J ′)θα
J\J′
∫
∪
κ∈Zd+:s(κ)=J
′(R
d
+)
J\J′×(2−κ+2−κId)J′
(τJ∪J
′
)− e
J∪J′ −θαJ∪J
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, (τχJ\J ′ + τuχJ ′∩J + c2τχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θdτJ∪J
′
= c37(u
J\J ′)θα
J\J′
∫
(Rd+)
J\J′×(Id)J′
(τJ∪J
′
)− e
J∪J′ −θαJ∪J
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, (τχJ\J ′ + τuχJ ′∩J + c2τχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θdτJ∪J
′
≤ c37(u
J\J ′)θα
J\J′
∫
(Rd+)
J∪J′
(τJ∪J
′
)− e
J∪J′ −θαJ∪J
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, (τχJ\J ′ + τuχJ ′∩J + c2τχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
θdτJ∪J
′
= c37(u
J\J ′)θα
J\J′
∫
(Rd+)
J∪J′
(
∏
j∈(J\J ′)
t
−1−θαj
j )(
∏
j∈(J∩J ′)
(tj/uj)
−1−θαj )
×(
∏
j∈(J ′\J)
(tj/c2)
−1−θαj )(ΩlχJ∪J′ (f, tJ∪J
′
)Lp(Id))
θ(
∏
j∈(J∩J ′)
(1/uj))(
∏
j∈(J ′\J)
(1/c2))dt
J∪J ′
= c38(u
J\J ′)θα
J\J′
∫
(Rd+)
J∪J′
(
∏
j∈(J∩J ′)
u
θαj
j )(t
J∪J ′)− e
J∪J′ −θαJ∪J
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, tJ∪J
′
)Lp(Id))
θdtJ∪J
′
= c38(u
J)θα
J
∫
(Rd+)
J∪J′
(tJ∪J
′
)− e
J∪J′ −θαJ∪J
′
× (ΩlχJ∪J′ (f, tJ∪J
′
)Lp(Id))
θdtJ∪J
′
≤ c38(u
J)θα
J
. (2.2.30)
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Подставляя оценку (2.2.30) в (2.2.29), находим, что
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)θ/p)1/θ
≤ c36
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−θ(αj−
1
2
ǫj)−1
j )c38(u
J)θα
J
duJ
)1/θ
= c39
(∫
(c3Id)J
(uJ)
1
2
θǫJ−eJduJ
)1/θ
= c40,
J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂ N 11,d : J
′ 6= ∅, f ∈ K. (2.2.31)
Соединяя (2.2.27) с (2.2.31), приходим к неравенству
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
× (ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
≤ c412
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/θ)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1),
f ∈ K, r ∈ N, J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂ N 11,d : J
′ 6= ∅. (2.2.32)
После подстановки (2.2.26) и (2.2.32) в (2.2.22) получаем, что для
f ∈ K и r ∈ N, удовлетворяющего (2.2.21), при θ > p выполняется
неравенство
‖Dλf − A ◦ φ(f)‖Lq(Id)
≤ c422
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/θ)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1). (2.2.33)
Проводя оценку правой части (2.2.22) в случае, когда θ ≤ p, для
f ∈ K, J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂ N 11,d : J
′ 6= ∅, r ∈ N, благодаря неравенству
Ге¨льдера, ввиду (2.2.24) с заменой в не¨м θ на p, а также используя с уче-
том замечания после леммы 1.2.1 теорему Лебега о предельном переходе
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под знаком интеграла, выводим∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
× (ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
=
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
≤
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)p′
)1/p′
×
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
≤
( ∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r
2−(κ,α−λ−(p
−1−q−1)+ e)p′
)1/p′
×
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
≤ c432
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/p)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1)
×
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(2
(κJ
′
,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
= c432
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/p)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1)
×
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )(
∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(2(κ
J′ ,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
p)duJ
)1/p
.
(2.2.34)36
Применяя неравенство Ге¨льдера с показателем θ/p ≤ 1, а также нера-
венство (2.2.30), для f ∈ K, J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂ N 11,d : J
′ 6= ∅, uJ ∈
(Rd+)
J имеем∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(2(κ
J′ ,αJ
′
)ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′+2
−κuχJ ′∩J+c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
p
≤ (
∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(2(κ
J′ ,αJ
′
)ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′+2
−κuχJ ′∩J+c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
θ)p/θ
≤ (c38(u
J)θα
J
)p/θ = c44(u
J)pα
J
. (2.2.35)
Из (2.2.35) вытекает, что при J ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂ N 11,d : J
′ 6= ∅, θ ≤ p,
для f ∈ K имеет место неравенство(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
( ∑
κ∈Zd+:s(κ)=J
′
(2(κ
J′ ,αJ
′
)
× ΩlχJ∪J′(f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J)
J∪J ′)Lp(Id))
p
)
duJ
)1/p
≤
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )c44(u
J)pα
J
duJ
)1/p
= c45
(∫
(c3Id)J
(uJ)pǫ
J−eJduJ
)1/p
= c46. (2.2.36)
Подставляя оценку (2.2.36) в (2.2.34), находим, что для f ∈ K, θ ≤ p,
приJ ⊂ N 11,d : J 6= ∅, J
′ ⊂ N 11,d : J
′ 6= ∅, r ∈ N соблюдается неравенство
∑
κ∈Zd+:(κ,β)>r,s(κ)=J
′
2(κ,λ+(p
−1−q−1)+ e)
(∫
(c3Id)J
(
∏
j∈J
u
−p(αj−ǫj)−1
j )
× (ΩlχJ∪J′ (f, (uχJ\J ′ + 2
−κuχJ ′∩J + c22
−κχJ ′\J )
J∪J ′)Lp(Id))
pduJ
)1/p
≤ c472
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/p)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1). (2.2.37)
Соединяя (2.2.26) и (2.2.37) с (2.2.22), получаем, что для f ∈ K и
r ∈ N, удовлетворяющего (2.2.21), при θ ≤ p справедливо неравенство
‖Dλf−A◦φ(f)‖Lq(Id) ≤ c482
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/θ)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1)
+ c492
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/p)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1)
≤ c502
−m(α−λ−(p−1−q−1)+ e)rr(1−1/p)(c(α−λ−(p
−1−q−1)+ e)−1). (2.2.38)
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Из (2.2.33), (2.2.38), (2.2.21) следует (2.2.20).  Отметим, что в про-
веденном доказательстве всюду при выводе соотношений, содержащих
ряды, неявно утверждается, что "если правая часть выводимого соотно-
шения определена, то левая его часть также определена и справедливо
выводимое соотношение".
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